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Dans toute la suite, et sauf indications contraires, la lettre p sera réservée aux nombres premiers,
la notation log désignera le logarithme népérien, et la notation ¢ les fonctions caractéristiques
de variables aléatoires.
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1. Introduction

Pour un entier naturel n > 2, on pose
w(n) = Card {p : p|n},

autrement dit w(n) est le nombre de diviseurs premiers deux a deux distincts de n. Cette fonction
a été introduite en 1917 par G. H. Hardy et S. Ramanujan dans un article de théorie probabiliste

des nombres. Ainsi :
w@B) =1 et w(> 7-17%) =3.

Il est clair que la fonction w posséde de grandes irrégularités, elle vaut 1 en toute puissance d’un
nombre premier, tandis que
w(p1 - pm) =m,

ou pi,...,Pm sont des nombres premiers deux & deux distincts. Nous allons donc plutét nous
intéresser & une estimation en moyenne de w. Cette derniére est relativement facile & obtenir, et
on obtient pour z > 0

Z w(n) = zlog(log(x)) + O(x)

psx
(ceci sera démontré dans la section 2.3).
En 1939, les mathématiciens P. Erdds et M. Kac établissent le théoréme suivant, concernant les
fluctuations de w par rapport & cette moyenne, connu sous le nom du théoréme d’Erdés-Kac :

Théoréme (Erdss-Kac). Pour tout réel x,

lCanrd {z el,n]: wli) = logglog(z)) < ZC} — 1/9C e_édt.
n log(log(i))"/? T

Nous démontrerons le théoréme d’Erdos-Kac de deux maniéres différentes. Dans la partie 3,

nous utiliserons la méthode des moments, qui permet de montrer des convergences en loi sans

utiliser les fonctions génératrices. La méthode des moments se trouve étre intéressante lorsque

nous considérons des variables aléatoires dépendantes (ce qui est la cas ici). Dans la partie 4,

nous utiliserons la méthode de Stein.
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2. Résultats préliminaires

2.1. Quelques outils d’analyse

Nous aurons besoin dans la suite d’utiliser une généralisation de l'intégrale de Riemann :
I'intégrale de Stieltjes.

Définition 1. Soient a,b € R tels que a < b, f, g : [a,b] — R deux foncions réelles bornées, et
une subdivision a = zg < 1 < - -+ < ,, = b de l'intervalle [a, b] (n € N*). Pour tout i € [1,n—1],
on se donne un réel & € [z, zi+1]. Si la quantiteé

n—1

> FE)g(@inn) — g(as))

1=0

admet une limite I lorsque que le pas de la subdivision tend vers 0, alors I est appelé 'intégrale
de Stieltjes de f par rapport & g. On la note :

[ g

Remarque 1. Si g est 'identité, alors 'intégrale de Stieltjes de f par rapport & g coincident avec
I'intégrale de Riemann.

Proposition 1. Soient a,b € R tels que a < b, f,g : [a,b] — R deuz foncions réelles bornées.
On suppose que g est de classe C' et que Uintégrale de Stieltjes de f par rapport a g existe. Alors
fq' est intégrable au sens de Riemann et

[ rwag = [ s

Démonstration. Pour n € N* on note

les & étant choisi comme dans la définition 1 et

n—1

T = f(&)g (&) (@wip1 — x2),

=0

Montrons que

lim S, = lim T,.
n—-4o00 n—-4o00

Implicitement nous faisons tendre le pas des subdivisions vers 0 lorsque nous faisons tendre n
vers +o00. Pour ¢ € [1,n — 1] on pose Ax; = x;4+1 — x4, en gardant a Pesprit que cette quantité
dépend de n. Soit € > 0. Par continuité de ¢, il existe N1 € N tel que pour tout n > Ny et pour
tout i € [1,n]

Azx; <e et 19/ (z:) — ¢’ (&)] < e.

Soit n > Nj. Alors

i
L

1S — Tl <Y |F(&) (9(misn) — glas) — g'(&)Ay)|

k=0
n—1 n—1

<O A gl + Ax) — gla) — g (23) (wir — 23)| + D&)Ay (9 (i) — ' (&))]
k=0 k=0
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Or
g(i + Axi) — g(z:) — g (&) (Az)| = o (Awzy),

n—-+00
donc il existe Ny € N tel que pour tout n > Nj et pour tout i € [1,n]
|g($i + Az;) — g(z;) — g'(&)(Axi)} < eAux;.
Par hypothése f est bornée sur [a, b], il existe donc M > 0 tel que pour tout x € [a,b] |f(x)| < M.

Ainsi pour tout n > max(Ny, N2)

n—1
‘Sn - Tn| < 252 |f(§z)|sz
k=0

n—1
< QEMZ Ax;,
k=0
et
n—1
Z Ar; =b—a,
k=0

ainsi pour tout n > max(Ny, Na)
|Sp, — Tn| < 2eM (b — a),

donc

lim S, = lim T,.
n—-+4o0o n—-+4o0o

O

Certaines propriétés propres a lintégrale de Riemann se généralise trés bien & l'intégrale de
Stieltjes : intégration par partie, formule de la moyenne, linéarité.

Théoréme 2 (intégration par parties). Soient a,b € R tels que a < b, f,g : [a,b] — R deux
foncions réelles bornées. On suppose que l'intégrale de Stieltjes de f par rapport 4 g existe. On
suppose de plus que [ (resp. g) est continue & droite en a (resp. & gauche en b). Alors l'intégrale
de Stieltjes de g par rapport o f existe et on a :

b b
/ f(@)dg() = [f(@)g(@)]’ - / 9(2)df (z).

Démonstration. Pour n € N* on note de nouveau.

n—1

S =Y FE)(9(@is1) — g(xs)).

1=0

Alors

n—2
Sn = F(&n1)9(0) — f(&a-1)g(@n1) + f(&0)g(x1) — f(C0)g(a) + D F(&)(g(xir1) — gl2),
=1

puis aprés ré-indexation

n—1

S = [(én1)9(d) — f(&0)g(a) = > g(@:)(f(&ir1) — f(&))-

k=0

On obtient le résultat par passage a la limite. O
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On énonce de plus deux résultats élémentaires :

Proposition 3 (formule de la moyenne). Soient a,b € R tels que a < b, f : [a,b] — R une
fonction continue et g : [a,b] — R une fonction monotone de classe C*. Alors il eriste c € [a, b]
tel que

b
/ f(@)dg(x) = £()(gla) — g(b).

Proposition 4. Soient a,b € R tels que a < b, f,g,h : [a,b] — R trois fonctions. On suppose
que toutes les intégrales prochainement écrites existent. On a

/abfd(g—i-h):/abfdg—l—/abfdh.

Le lemme suivant est un exemple d’utilisation de l'intégrale de Stieltjes qui nous servira dans la
suite.

Lemme 5. Soit n > 2. Alors
log(n!) = nlog(n) —n + &, log(n),
avec €y, € [0, 1].

Démonstration. Soit n > 2. La fonction log est continue sur [1,n] est la fonction partie entiére
|-| est de classe C! par morceaux. Ainsi l'intégrale de Stieltjes de log par rapport a |-| existe.
On peut donc écrire

log(n!) =) log(k) = nlo (t)d[t].
g g g /1 g

Par la proposition 4 il vient

log(n!) — /ln log(t)dt = /ln log(t)d|t] — /ln log(t)dt
=— /n log(t)d{t} ou {t} :=t — [t] désigne la partie fractionnaire,
puis en intégrant par parties 1
= —[log(t){t}] + /ln{t}dlog(t)
= /1n{t}dlog(t).

Or log est une fonction croissante de classe C!, donc par la proposition 3 il existe une constante
c € [1,n] telle que

(¢} log(n) = / " (t)dlog ),

on conclut en posant e, = {c} € [0, 1]. O

2.2. Résultats de théorie des nombres

Certaines quantités se construisant sur ’ensemble des nombres premiers inférieurs a un réel
x ont un comportement asymptotique relativement facile & trouver. Ces comportements asymp-
totiques nous aideront par la suite & déterminer le comportement en moyenne de w. Nous com-
mencons dans un premier temps par établir quelques résultats préliminaires.

Hp<4".

p<n

Proposition 6. Pourn > 1 on a
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Démonstration. On raisonne par récurrence forte sur n. Les cas n = 1 et n = 2 sont clairs. Soit
n > 3, on suppose le résultat vrai pour tout & < n — 1. Montrons le résultat au rang n. On
distingue deux cas.

(1) Sin est pair, alors n n’est pas premier (on rappelle que n > 3). Alors par hypothése de

récurrence
Hp: H p < 4Vt < qn,

p<n p<n—1

(7¢) Sinon on écrit n = 2k+1 avec k € N*. (21?1) = kD qone pour tout nombre premier

K(k+1)1
p € [k+2,2k+ 1], p|(*"F). Ainsi
2k + 1
I ») (7 )
k+1<p<2k+1

Majorons ce coefficient binomial. On a

22k+1:(1+1)2k‘+1

%*:1 2k + 1

_1;=0 ‘

2k +1 n 2k +1
k E+1
2k+1

=2
)

1
p<n p<k+1l k+1<p<2k+1

WV

Finalement

Proposition 7. Soient n € N* et p un nombre premier. Alors

) =3 w |

k=1
ot v, désigne la valuation p-adique.
Remarque 2. La somme est en réalité finie.
Démonstration. C’est un simple calcul :
n n vp(k) +00
IR SACED 3 SEED DD DI
k=1 k=1 m=1 m=1 k<

et

k<n
vp(k)>m

car {k < n:vp(k) > m} est le nombre d’entier de [1,n] divisible par p™. D’ou le résultat. [

Corollaire 1. Soitn > 1. Alors

Ty < wp(n!) <

n__n
p p plp—1)
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Démonstration. Pour tout k£ € N*

n ) {nJ o
PP PPl T
Alors
oo
n n n
iR
—|p pl p
et
+o00
R LA
—pt p-1 p pp-1)

O

Nous pouvons maintenant démontrer le premier théoréme de Mertens, qui est un résultat central
en théorie des nombres.

Théoréme 8 (premier théoréme de Mertens). Soit x > 2. On a
1

Z log(p) = log(z) + O(1).

PST p

Sur la figure suivante on a représenter la fonction log ainsi que la fonction z — > log(p)/p.

— log(x)
—— Somme des log(p)/p pour p premier inférieur a x

[ 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

FI1GURE 1 — Illustration graphique du premier théoréme de Mertens.

Démonstration. Soit x > 2. On pose n = |x]. D’une part, par le lemme 5
log(n!) =nlog(n) —n+ 1+ &, log(n)

avec &, € [0, 1].
D’autre part

n! = H pvp(n!)’

psn

donc

log(n!) = > v,(n!)log(p).

psn
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On obtient grace au corollaire 1 un encadrement de log(n!) :

n Z log(p Z log(p) < log(n!) < Z log + Z log

p<n p p<n p<n p<n

Par la proposition 6 on sait que la somme ) log(p) est inférieur a nlog(4). Ainsi

psn

n Z log(p) _ nlog(4) < nlog(n) —n+1+log(n) < nlog(n)

pP<n

(Ela 1 1
Z og(p) _ Z og(p) < log(n) +1log(4) < log(x) + log(4).
p<z P pen P

On a aussi

log(p) <X log(k)
p;p@l) <,§k<k1>
= rlog(2)
gzl DR vy
r=12r-lck<or

+o0
log(2
= Z ! 02%,( ) = log(4).
r=1

On en déduit que
1
n E log(p) +nlog(4) > nlog(n) —n+1

psn
et

> 98(P)  Jog(n) + % —1—log(4) > log(z) — (1 + log(4)).

pP<T

O

Remarque 3. On a de plus montrer que la constante implicite du O(1) est inférieur en valeur
absolue a 1+ log(4).

Le théoréme suivant est une conséquence du premier théoréme de Mertens.

Théoréme 9. [l existe une constante C' € R telle que pour x > 2 on a

lelog(log(x))+c+0< 1 )

= log(x)

Démonstration. Par le premier théoréme de Mertens (théoréme 8), on a pour t > 2 :

R(t) =Y k’gp(p) —log(t) = O(1).

p<t

1og(p)
Z / log(t) D

p<x p<t

Soit x > 2. Alors

Les fonctions ¢t — Zpgt logp(p) et log sont de classe C! par morceaux sur R, la derniére intégrale

est donc bien définie. On a donc

Z / tlog /;i)f;g

p<x
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En intégrant par parties on obtient

Z ]19 = log(log(x)) — log(log(2)) +

psx

R(x) R(27)  [* R(@)
log(z)  log(2) +/2 t(log(t))th'

On pose R = sup; o |R(t)|. Alors

R) [*™ R(@) too R
log () / t(log(t))?dt‘ S log<x>+/x Hoe()?

2R
= — 0,
log(z) z—+oo

ce qui achéve la démonstration. O

2.3. Moyenne de w

Nous pouvons désormais estimer aisément une moyenne de la fonction w. En effet, pour x > 0

on écrit
+o0
Yo=Y Y=Y 31

n<x n<x p|n péwp]]gﬁ:glx
il vient donc
T 1
Sum=Y |2 =2 X 5 +ow.
n<T pP<w p p<:cp

Par le théoréme 9, on obtient finalement

Z w(n) = zlog(log(z)) + O(x).

p<T

Ainsi, la moyenne de w sur les entiers inférieurs ou égaux a un réel x est sensiblement égale
a log(log(z)). Le théoréme d’Erdés-Kac nous renseigne sur les fluctuations par rapport a cette
moyenne.

2.4. Fonctions indicatrices des multiples de nombres premiers

Une idée pour simplifier ’étude de w est de se rapprocher d’'une somme de variables de
Bernoulli indépendantes. On introduit dans ce but une famille de fonctions indicatrices comme
suit.

Définition 2. Pour tout nombre premier p, on définit la fonction indicatrice des multiples de
p:

1 sipn

5p:N*—>{0,1},nl—>{ p\

0 sinon.

On a alors pour tout entier naturel n > 2

w(n) = 5p(n).

psn
On note P, la probabilité uniforme sur [1,n] et E,, I'espérance associée. Il vient

P,(6, =1) = %Card {i e [1,n] : pli} = % LZJ :
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On remarque que

1
P,(dp=1) ~ -

n—-400 p’

ainsi, lorsque n est grand, la restriction de J, a [1,n] suit "presque" une loi de Bernoulli de
parameétre 1/p. De plus, si on se donne py,...,p, des nombres premiers deux & deux distincts,
alors

T

1
Pp(0p, =1,...,0, =1) = ECard{i € [1,n] : p1li,...,prli}

1
= —Card{i € [1,n] : p1---prli}
{”J
b1---Pr

Po(Sp =1,.. .10, =1) ~ Pu(dy, = 1) Pu(6,, = 1).

" n—-+00

SI—3

donc

Lorsque n devient grand, les variables , restreintes a [1, n] deviennent "presque indépendantes".
Il est judicieux de considérer une suite (X)), indexée par les nombres premiers, de variables
aléatoires de Bernoulli indépendantes de parameétre 1/p. En notant

Sp = Z Xp,

p<n

on définit une variable aléatoire qui a des chances de se comporter comme w sur [1,n].

2.5. Convolution de Dirichlet

Dans cette section nous faisons quelques rappels de résultats classiques sur la convolution de
Dirichlet et sur la fonction pu de Mébius qui nous serviront & démontrer le théoréme d’Erdds-Kac
par la méthode de Stein.

Définition 3. Soient f,g deux fonctions arithmétiques, ie définie sur N est a valeurs dans C.
On définit la convolution de Dirichlet de f et g par

VneN (fxg)n) =Y f(d)g ()
dln

On note :
(1) 91 la fonction indicatrice du singleton {1};
(7) 1 la fonction constante égale a 1;
(7i7) Id la fonction identité.

L’ensemble des fonctions arithmétiques muni de la loi % forme un anneau intégre, dont d; est
I’élément neutre.

Définition 4. On définit la fonction de Mdbius p par

N* — {0, 41}, n > {(—1)“’(”) si n est un produit de nombres premiers distinct
I ) , v
0

sinon.

Proposition 10. La fonction de Mdbius est linverse de la fonction 1 pour la convolution de
Dirichlet, e
1 % o= 51.

Démonstration. Soit n € N*. Montrons que (1 % p)(n) = d1(n). On distingue les cas.
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(1) Sin=1, on a bien
(L (1) = 1(Up(1) = 1 = 51(1).
(#3) Sin > 2. On écrit
n=pit--ppr,

avec pi,...,pr des nombres premiers deux & deux distincts et «y,...,q, des entiers.
Montrons que (1 * p)(n) =0. On a

(Lxp)(n) =) n(d).

d|n

Or par définition de la fonction p, si d est divisible par un carré (différent de 1), alors
wu(d) = 0. On peut donc supposer sans perte de généralité que n = p; - - - p,. Un diviseur
de n différent de 1 est donc de la forme

th

el

avec I une partie de [1,r]. Ainsi

(1% p)(n) =1+ (—1)1<’1“> + (—1)2@ (D) @ =0=05(n)

par la formule du binéme.

Nous énoncons un lemme qui nous sera utile dans la suite. Pour a,b € N, on note (a,b) leur
PGCD et on définit la fonction 7 comme étant le nombre de diviseur d’'un entier, ie

7(a) = Z 1.

dla

Lemme 11. Soient 1 < a < z. Alors

Z 1= xgaga) + O(7(a)),

n<x
(a,n)=1

ot @ désigne la fonction indicatrice d’Euler.

Démonstration. On a

dd<|az nd\gnx
= dgzxﬂ(d) bJ
dla
_ p(d)
= xcg = +0(r(a))
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Il est connu que pour tout m € N*

m=_¢(d),

dlm

autrement dit
Id=¢p=x 1.

La formule d’inversion de Mobius donne donc

p(a) = (Id  p)(a) = Y Zp(d),
dla

ce qui conclut la preuve.
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3. Méthode des moments

Nous allons ici présenter une méthode permettant de montrer des convergences en loi sans
passer par les fonctions caractéristiques. Nous commencons par quelques rappels et résultats
préliminaires sur les convergences en loi.

3.1. Convergence en loi

Définition 5. Soient (X,,), et X des variables aléatoires réelles. On note Py la loi d’une variable

aléatoire réelle Y. On dit que (X,), converge en loi vers X et on note X, £, X, si 'un des
quatre énoncés équivalents suivants est vérifié :
(i) pour toute fonction f continue et bornée de R dans C,

E[f(Xn)] — E[f(X)];

n—-+o0o

(i) pour tout x € R tel que Px({z}) =0, on a

Px, (] —oo,a]) —— Px(]—o0,a]);

(#97) pour tout borélien B de R vérifiant Px(0B) =0, on a

(iv) pour tout t € R, on a
px,(t) — ox(t).

n—~+00
Remarque 4. Le point (iv) est le théoréme de Lévy.

La démonstration de 1'équivalence des ces quatre énoncés se trouve dans la référence [2]. On
définit aussi la convergence en probabilité de variables aléatoire, qui est une convergence plus
forte que la convergence en loi.

Définition 6. Soient (X,,), et X des variables aléatoires réelles. On dit que (X, ), converge en
probabilité vers X et on note X, L si

Ve>0, P(X,—X|>¢e) — 0.

n—-+oo
Le lemme suivant va s’avérer fort utile dans la démonstration du théoréme d’Erdos-Kac.

Lemme 12. Soient (X,)n, (Yn)n, (Zn)n des suites de variables aléatoires réelles et X une variable
aléatoire réelle. On suppose que Y, N 0, Z, Foqet que X, £y X Alors -

(i) Xp+Y, 5 X,

(i) XY, — 0,

(iii) ZnXp + Yy - X.
Démonstration. On suppose que les variables aléatoires (Xp,)n, (Yn)n et (Zy), sont définies sur

des espaces probabiliseés (2, A,,P,,) qui peuvent varier avec n.
(¢) On va utiliser le théoréme de Lévy. Soit ¢ € R. Par l'inégalité triangulaire on a

ox0 v, (1) — ox (D) < x4y, (8) = ex, (D) + [ox, () — ex (D).

(Xy)n converge en loi vers X, donc par le théoréme de Levy la quantité |px, (t) — px(t)|
converge vers 0 lorsque n tend vers +o0o. Intéressons nous au premier terme. On a

[xuv (1) = o, (1) = [E[e™F (" — 1)]| < E[Je™ —1]].
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Soit € > 0, alors

E[le™ —1]] = /|Y . e — 1]dP,, +/ e — 1]dP,,
n /a

|Yn|<e

< 2/ dPn—l—2/ |sin (Y,t/2) |dPy,
[Yn|>e€ |Yn|<e

< (Ya] > &) + / Yat|dP,

|Yn|<e
< 2P, (Ya] > &) +eltl.

Or Y, — 0, donc lim sup,, E[|e? —1|] < ¢lt|, ce qui permet de conclure.
(74) Soit € > 0. Pour tout = > 0 tel que Px({£ze}) =0, 0n a

Po(Xa| > 22) — B(IX]| > a2).

De plus

Po(|XnYa| = &) = Po(||XnYo| = | [Ya| = 1/2) + Pu(|| X, Y| = e||Y,] < 1/2)
< Pu([Yn| 2 1/2) + Po(|Xn| = ze).

Une variable aléatoire admet un nombre dénombrable d’atome, on peut donc supposer
que z est judicieusement choisi, de tel sorte que Px ({£ze}) # 0.
Ainsi
lim sup (| X, Vo] > 2) < P(X] > a2),
n

en faisant tendre x vers +oo en évitant un nombre dénombrable de valeurs, on obtient
finalement
limsup P, (| X, Y| = €) =0,
n

donc
X, Y, 0.

(7i7) Ce point ce déduit des deux précédant, en écrivant
ZnXn + Yy = (Zn — D) Xn + Xy + Yo

et en utilisant le fait que la somme de deux variables aléatoires convergeant en probabilité
vers 0 converge elle aussi en probabilité vers 0.
O

Sip > 1etsi X est une variable aléatoire réelle admettant un moment d’ordre p alors on note
1
1X1p := (E[I X)) .

Théoréme 13. Soient (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires réelles, X une variable aléatoire
réelle, ¢ > 0 et p € N*. On suppose que
(i) X = X,
(1) 4l existe une constante C' € R telle que pour tout n € N*, E[|X,|PT¢] < C.
Alors
E[|X[P] < 400 et E[XP] — E[X?].

n—-+4o0o

Démonstration. Pour tout A > 0, on pose
AP siz > A
oA R— R, z+—— < 2P si|z] < A
(AP sixz < —A.
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La fonction = — @4(|x|) est continue et bornée sur R, donc par définition de la convergence en
loi :
Elpa(|Xn|) ] ot Elpa(X)]-
oo

On sait que les normes || - ||, croissent avec p (ce résultat découle de I'inégalité de Jensen), donc
il existe une constante C’ > 0 telle que pour tout n > 1

E[|Xal’] = [ Xall) < [ Xnllpe < C".
De plus pour tout n > 1

| > A
[ XnlPosi X < A

)

AP si | X,
oal1Xa]) = { .

donc
(| Xnl) < | Xal?,

et par conséquent
Elpa(1Xa))] < C,

d’ot1 en passant a la limite quand n tend vers 400,

Elpa(|X])] < C".

Le lemme de Fatou donne alors

E[|X|P] = E[liminf ¢ o(|X|)] < liminf E[p4(]X])] < +o0,
A—+o00 A—+o0

ainsi X admet bien un moment d’ordre p.
Montrons maintenant que la suite (E[pa(X,)])n>1 converge uniformément en n vers E[X}]
lorsque A tend vers 400, ce qui justifiera ’égalité :

lim lim Elpa(X,)] = lim lim Elpa(X,)]. (1)

A—+o00 n—+00 n—+00 A—+o0

Pour cela on fixe n € N* et on écrit

E[XZ) - Elpa(Xa)l| < EIXalPLix 4] (2)
ATE[X, 7]
C

A 8

NN N

ce qui assure la convergence uniforme en n. L’inégalité (2) se vérifie facilement en discutant selon
la parité de p. Par convergence dominée dans ’égalité (1) on obtient

lim Elpa(X)] = lim E[XP].

A—~o00 n—+00

En utilisant & nouveau la théoréme de convergence dominée dans 1’égalité, et en utilisant le fait
que X admet un moment d’ordre p, on obtient finalement :

E[XF] — E[X7].

n—-+o0o
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3.2. Lois de probabilités caractérisées par leurs moments

Dans cette section, toutes les mesures de probabilités sont définies sur la tribu borélienne de
R, et on supposera également qu’elles admettent toujours des moments de tout ordre.

Définition 7. Une probabilité P est dite caractérisée par ses moments si toute probabilité P’
vérifiant

/ 2"dP(z) = / 2"dP(x) pour tout n € N,
R R

est égale & P.

Le théoréme suivant donne une condition suffisante pour qu'une probabilité soit caractérisée par
ses moments.

Théoréme 14. Soit (uy)nen une suite de complezes telle que le rayon de convergence de la série
entiere Y 2" soit non nulle. Alors il existe au plus une probabilité IP telle que

/ x"dP(x) = u, pour tout n € N.
R

Exemple 1. Illustrons ce théoréme par un exemple avec la loi de Gauss, qui a pour densité

22

frxr— e z.

1
V2T
La loi de Gauss est caractérisée par ses moments. Vérifions le & ’aide du théoréme. Pour tout

n € N, on pose
2
T

1 .
Uy = —— | x"e” 2 dx.
" \/27T/R

Les moments d’ordre impair sont tous nuls. On fixe &k € N*, calculons ugy.

2 [T L a2
Ugp = / r*%e” 2 dx
TJo

2k +o00

~Vr o
(i)

k
5 () (1))
(2K
- 2kgl”

1
t*=2¢7tdt en posant t = z2/2

Ainsi le rayon de convergence de la série ) 722" est infini, ce qui conclut.
Pour démontrer le théoréme, nous allons d’abord établir le lemme suivant :

Lemme 15. En reprenant les notations du théoréme précédent et en notant P une telle probabilité,
st on pose pour tout n € N

n
o= [ lal'de (o)
R
alors les séries enticres ) % 2" et ) 252" ont le méme rayon de convergence.

Démonstration. On note R le rayon de convergence de la série entiére ) 742", Soit n € N. On
a déja |uy| < vy, et ug, = va,. De plus

Vona1 = / |z|>FLdP(z) < / (1 + x2"+2) dP(z) = 1 + ugnto,
R R
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d’ou
V2n+1
(2n+1)! © (2n+1)! (2n +2)I"

Soient r €]0, R] et s €]r, R[. Il existe alors une constante C' > 0 telle que pour tout n > 0

+ (2n + 2)

u
‘271-5-28271-%1 < C et (2n+2)r2n+1 g 082n+1'

(2n + 2)!
Ainsi
Un+2  opt1 2
o 4 2) 242, < C?
’( * )(2n+2)!
la suite (éi’rll),rz"“) . est donc bornée, ce qui achéve la preuve. O
’ ne

Passons désormais a la démonstration du théoréme.

Démonstration. On rappelle que R désigne le rayon de convergence de la série ) 72", On note
v la fonction caractéristique de P, définie par

o(t) = / e dP(x), pour t € R.
R

On fixe t,h € R tels que |h| < R. On a

+oo /. n
go(h—i—t) _ / ei(tJrh)a:dIP)(x) _ / eitzz (thl'f) dIP(.%),
R R n=0 )

n

or on peut intervertir la somme et 'intégrale car d’aprés le lemme 15 :

~— itx (th)n dP _ = Un hl?
E:O]Re n! (x)—Z:On'H < +00

(car |h| < R). Ainsi
o(t+h) = +ZOO (zh)”/ 2" dP(x)
R Y

|
0 n:

la fonction ¢ est donc analytique sur R. En £ = 0 on obtient

Deux probabilités ayant pour moments les éléments de la suite (up)nen auront des fonctions
caractéristiques analytiques sur R coincident dans un voisinage de 0, elles sont donc égales.
Sachant qu’une fonction caractéristique caractérise la loi, la démonstration est terminée. O

3.3. Topologie faible * et théoréme fondamental

On note Cy 'espace des fonctions continues de R dans C tendant vers 0 en £oo, et Cj I'espace
dual des formes linéaires associées. On admet le théoréme suivant, di & F. Riesz (voir [10] p.160
pour la démonstration).

Théoréme 16. Pour toute forme linéaire ® € Cj, il existe une unique mesure borélienne p sur
R telle que

O(f) = / f(x)du(z), pour tout f € Cp.
R
De plus, la forme linéaire © est positive si el seulement si la mesure u l’est, et dans ce cas
@] = n(R),

ot la norme || - || désigne la norme sur Cg subordonnée a la norme infinie.
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Gréce a ce théoréme, tout mesure de probabilité sur R peut étre vue comme un élément de la
boule unité de (C§, || - ||)- Nous allons maintenant introduire la notion de topologie faible . Au
lieu de munir 'espace Cj de la topologie définie par la norme || - ||, nous utiliserons la topologie
faible . Voici une définition générale de cette derniére.

Définition 8. Soit X un R-espace de Banach. La topologie faible % sur X* est la topologie la
moins fine telle que toutes applications

X — R
fo— (f)

avec x € X solent continues.

Pour X = Cy et € > 0, une base de voisinages de 0 est constituée des ensembles
{®eCj:|@(fi)| pour 1 < i < p}

ou p parcourt N* et les fonctions fi,..., f, appartiennent a Cy. Ainsi, si (®),>1 est une suite de
C; et si @ € Cp, alors
D, 2D <=V feCy Ounl(f) — (f)

ot = désigne la convergence pour la topologie faible .
Enoncons deux propriétés justifiant son intérét. Pour les démonstrations, voir [3].

Proposition 17. On note B la boule unité fermée de (C3, | - ).
(i) La topologie induite sur B par la topologie faible * est métrisable.

(1) B muni de la topologie induite par la topologie faible % est un espace compact.

Remarque 5. Le point (i) est vrai car C§ est séparable.

Voici deux conséquences de ces propriétés.
e Soit (Py,),>1 une suite de mesure de probabilité. Alors par le théoréme de représentation de
Riesz il existe une unique suite (®),>1 de Cj telles que pour tout n € N

o,.(f) = /Rf(a:)le’n(x), pour tout f € Cp.

Or les mesures de probabilité P,, sont positives, donc on a pour tout entier n non nul
[®n]l = P(R) =1,

donc les éléments de la suite (®),,>1 appartiennent a la boule B. Par compacité, il existe une
extraction ¢ : N — N et une forme linéaire ® € Cj telles que

q)¢(n) — &,

Toujours par le théoréme de Riesz, il existe donc une mesure positive P telle que

/ fdPyy — fdP pour toute f € Cy.
R

n—-+o0o R

La mesure IP n’est en général pas une probabilité, on a seulement P(R) < 1. C’est une probabilité
si la suite (Py,), >1 est dite tendue, ie si pour tout € > 0, il existe A > 0 tel que pour tout n > 1

Po([—-A,A]) > 1—-e.

e Soient (P,,),>1 une suite de probabilité et P une probabilité telles que pour toute extraction
¥ et pour toute fonction f € Cp on a

/Rfdpw(”) nﬁ—Jr)oo/RdeP%
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alors

/ fdP, —s / FdP.

En effet dans un espace métrique compact une suite converge si et seulement si elle admet une
unique valeur d’adhérence.

Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer le théoréme central de la méthode des moments.

Théoréme 18. Soit (X,,)n>1 et X des variables aléatoires réelles admettant des moments de
tout ordre. On suppose que :

(1) la loi de X est caractérisée par ses moments,

(i1) pour tout entier k € N*, E[X¥] — E[X*].

n—-+o0o

Alors X, Lo x.

Démonstration. Pour tout n € N*, on note P, la loi de la variable aléatoire X, et P la loi de X.
Par ce qui précede, il existe une mesure positive P et une extraction v telles pour toute f € Cy

P P,
/Rfd w(nm:éo/Rfd

Montrons que P’ est en réalité la loi de X. Premiérement, P’ est une probabilité car la suite
(Pp)n>1 est tendu. En effet, pour A > 0, par l'inégalité de Markov on a pour tout n € N*

E[X2] C
2 C T

ott C' > 0 est une constante (la suite (E[X2]),>1 est bornée).
Soit X’ une variable aléatoire de loi . On se donne un entier & > 1, un entier pair N > p et
on note ¢ = N — p > 0. Par hypothése, la suite (E[|X,|P"¢]),,>1 est convergente, elle est donc

P(| X, <A >1-

bornée. De plus Xy, £ X', donc d’apres le théoréme 13

/ D 1
E[IX”]] <400 et E[X%,] — E[X"].

Par unicité de la limite E[X?] = E[XP], donc comme X est caractérisée par ses moments X = X'.
En vertu du deuxiéme point précédent on obtient finalement

X, £ X.

3.4. Un théoréme central limite non identiquement distribué

Nous allons énoncé dans cette section un théoréme central limite pour des variables aléa-
toires indépendantes mais non identiquement distribuées. Nous le démontrerons plus tard par la
méthode de Stein.

Théoréme 19. Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, centrés, et uni-
formément bornées en valeur absolue par une constante C. Pour n € N*, on note o2 la variance
de X,, et on pose :

n n 1/2
S,
Sp=Y X, sp = 2 t S =2,

St lim s, = +o00, alors
n—-+00

St —£5 N(0,1).

Remarque 6. Les variables aléatoires X sont toutes bornées, elles admettent donc un moment
a tout ordre. Il est donc correct d’introduire la suite (07)gen+ des variances.
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3.5. Démonstration du théoréme d’Erdos-Kac

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme d’Erdds-Kac. Rappelons d’abord son énoncé.

Théoréme 20 (Erdos-Kac). Pour tout réel x,

x t2
—Card {z € [1, nﬂ/ log( li(g)gg l;)lg/(z)) < x} — L e~ zdt. (1)

Nous établirons ce théoréme sous la forme plus maniable suivante :

(e [t ) e

ou z € R. Montrons que (2) implique (1). Pour n > 3 on pose A\, = log(log(n)). Alors pour
i€[1,n]

w(i)—)\n_\/x w(i)—)\i )\n_)\z’
Vi ‘m( NN

Il nous faut montrer que U, L letY, L 0. On se donne € > 0. On a

Po(|Un — 1)) Po(v/An = Vi = eV/A).

> =: U (i)(Xn (i) + Yn(4)).

Orsivn <i<n

N = Ai log(2 )
A \/ +\/ S Un
(2)

et la quantité % est inférieur a e/ \; pour n suffisamment grand. Ainsi pour n assez grand
n

Bu(Un — 1] > ©) < Bu(lL LAl 1) = 2, o

n—-4o0o

On raisonne de maniére similaire pour montrer que lim P,(|Y,| >¢) =0.
n—-+oo

Nous pouvons maintenant nous concentrer sur la démonstration du point (2). La preuve se
déroule en trois étapes. Nous introduisons préalablement quelques notations. Soit n € N*. On

pose :
=%
P<an

ou (au,)n est une suite divergeant vers +oo et (X)), une suite de variable de Bernoulli indépen-
dantes indexée par les nombres premiers et telle que pour tout nombre premier p

1
P(X,=1)=-.
(Xp=1) =~
On pose de plus
Wy, = Zép,
pP<an
en = E[S,] = Z leta2 := Var (S,) = Z 1<1—1>
" ! pganp " ! Péanp p '

Nous avons vu précédemment que les variables aléatoires ¢, restreintes a ’ensemble [1, n] suivent
"presque" les lois de Bernoulli de paramétre 1/p lorsque n devient grand. L’idée générale de la

preuve est "d’imiter" la somme »° _, d, (égale & w sur [1,n]) par la variable S,.
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Etape 1

Nous allons montrer que si la suite (ay,), est judicieusement choisie, alors il suffit de montrer

que pour x € R
wn — € 1 r 2
P,(— <z — / e~ T dt.
On n—+00 /27 o0

On note d’abord que

w—w 1 1 1|n 1 1
I P
In " qn<p<n I o <pn "t LP I g <p<n?
On choisit (ay )y telle que
1
> - =o(logllog(n))?) ,
ap<p<n p
on souhaite donc qu’elle ne tende pas trop lentement vers 4oo.
On a alors ) )
2= > = +001) =~ +o(log(log(n)"/?),
p<an p psn p
donc par le théoréme 9
0 ~ loglog(n)) /2
Ainsi
E, {w — w"] — 0.
On n—-+o0o
Soit € > 0, alors par 'inégalité de Markov
(o) <]
on € on
donc
W—Wwp P
— 0
On
Or pour n € N* on peut écrire
W—€p W—Wp Wy — ey
on  Op on
donc par le lemme 12
Y Ly N(0,1) = P L A0, 1)
On On
On écrit ensuite
w — log(log(n)) Tn w—en , en — log(log(n))
log(log(m)72 _ log(log(n))'/2 \ o ’
en remarquant que
1 1
en —log(log(n)) = >_ ~ ~log(log(n) = >_ = = o (log(log(n))"?) = o(c),
psn p an<p<n
on utilise & nouveau le lemme 12 pour conclure que
w — log(log(n)) Wn, — €n

L N(0,1) = L5 N(0,1).

log(log(n))'/ Tn
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Etape 2

L’étape 2 consiste & montrer que pour tout entier r > 1

2|(%5) = () e

Soit n,r des entiers supérieurs ou égaux a 1. Nous allons dans un premier temps majorer la
quantité |[E[S)] — E,[wy]|. On note q1, ..., ¢s les nombres premiers inférieurs ou égaux a as,.
La formule du multinéme nous donne

T 7!
Sn:(X(h_}—”‘X(Is)T: Z Bl 6|X61”'X£:7
B1+-Bs=r

nous allons I’écrire avec des exposants (; strictement positifs :

r !
:Z Z 51!.74..5,& Z Xgte e X,

k=1 ﬁl++ﬂk:7‘ pP1<-<pr < an
ViB;>0

ou les p; sont des nombres premiers. Les variables aléatoires X,, sont des variables de Bernoulli
indépendantes donc par le lemme des coalitions

2 !
-3 ¥ ﬁ ST EXD)E[X,

k=1 By +-t Bp=r ' * " pi<-<pr <an
Viﬁi>0

or pour tout k, B > 0 donc

1
E[Xﬁ:] =E[X,,] = o

on en déduit que

)DIED DINSNECSIS o . h

- N o

k=1 B1+-+Bk=r Bl' /Bk' p1<-<pgp <Qn P bt
Vifp;>0

De la méme facon

: !
:Z Z 51!'6'@@' Z E[dp, -+ Op, ]

k=1 ﬁl+"'+ﬁk;:7‘ ) p1<--<pg <an
Vi8>0
N I M
- 1... 85, n :
D g DU B ol Opy Oy
Vi B;>0
Comme
1 1 { n H 1
- — - < —
P1-: Dk n\p1 Pk n
on a
T
r! 1
T 7‘ —_
[E[Sh] —E Z Z Byl Bl Z 1_n Zl
k 1p1++Br=r p1<-<pg < an P< o
ViB;>0
d’on

a?"
E[S]] — Elwr]| < —2.
EIS;] - Elwy]| < 2
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Le binome de Newton donne alors

E (S —en) — (wn—en)']] < |3 <k> (EISE] - Euf)) (—ea)r

k=0

puisque e, < «, on obtient finalement

E[(Sn —en)" — (wn —en)"]| <

Si on impose a la suite (ay, ), la condition supplémentaire
ay, = o(nf) pour tout € > 0,

alors aj, /n — 0 et donc

2| () ] m () Lo

Cette derniére condition exprime le fait que la suite (ay,), ne tend pas trop vite vers +oo. Les
deux conditions sur la suite sont simultanément réalisables, on peut par exemple définir (o )y
par

a, =n°"  pour tout n € N*.

avec log(1/e,) = log(log(n))'/?. En effet on aurait alors

Z 1 log ( log(n) > +0(1) = log (;) +0(1).

an<p<np log(an) "

Etape 3

Nous allons finalement montrer que tout entier r > 1 :

Sp—en\" 1 / oo o2
E|l—— — — z'e” 2dr =:
|:< On n—+00 /27 o0 Hrs

ou p, est le r-iéme moment moment de la loi normale. La loi normale étant caractérisée par ses
moments, le théoréme 18 affirmera que

Wn —€n L

—— = N(0,1),

On

ce qui conclura la démonstration du théoréme d’Erdos-Kac.
D’apreés le théoréme central limite 19,

Sn — en

£ N(0,1).

On

sup E < o0,
n>1 On

la convergence des moments de S"T_ne" vers ceux de la loi normale serait alors assurée par le
théoréme 13.

Pour p premier on pose Y, = X, — %. On définit ainsi une suite de variables aléatoires centrées
et indépendantes. On reprend les notations de I’étape 2. On a

Montrons que

k
BlSh-e1=Y Y gy X ENL-EV

k=1 p1++Br=r p1<-<pk < an
Viﬁi>0
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Pour tout nombre premier p, |Y,| < 1, donc pour tout § > 2, E[Yf] < E[YPQ] et E[Y,] =0.11
vient

B -e] <Y Y gy O BB

k=1p1+-+Br=r p1<-<pp < an
Vif; =2

: !
<> X ﬁ > BN

k=1 p1+-+Pr=r p<an
Vif; =22

T l
B SR SR
Bil- B! "
k=1 B1+-+Br=r
Vif; 22

Dans la deuxiéme somme pour chaque k-uplet, on a 2 > 2k, de plus pour n assez grand o, > 1,
donc pour n assez grand 02* < o7. Ainsi on a une majoration de la forme

E[(Sn = en)"] < C(r)ay,

ou C(r) est une constante ne dépendant que de r, ce qui conclut la preuve du théoréme d’Erdos-
Kac par la méthode des moments.
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4. Méthode de Stein

Introduite par C. Stein en 1972, la méthode de Stein permet de quantifier I'erreur dans
I'approximation d’une variable aléatoire par une autre variable aléatoire. Nous commencons donc
par introduire la notion de distance entre variable aléatoire, et plus généralement la notion de
distance entre probabilités.

4.1. Métriques usuelles

Soit H une classe de fonction. On définit une distance entre probabilités. Pour P,Q des

probabilités on pose
/ hdP — / hd@‘

Il faut que H soit assez "riche" pour que dy définisse une distance. Si X et Y sont des variables
aléatoires alors on mesure leur distance par

dy (P, = sup
heH

dy(X,Y) = sup [E[A(X)] — E[A(Y)]|.

Donnons quelques exemples de métriques usuelles. Soient X et Y des variables aléatoires réelles.

Exemples 1. (1) Si H = {lj_o 4, t € R}, alors la distance dy est notée di et est appelée
la distance de Kolmogorov. On a

dg(X,Y) =sup |P(X < z) —P(Y < x2)|.
zeR

(73) SiH est ’ensemble des fonctions 1-lipschitziennes, alors la distance induite est la distance
de Wasserstein notée dyy.

(7i1) Si H = {14, A € B(R)}, alors la distance induite est la distance de la variation totale
et est notée dyr.

Voici quelques résultats généraux sur ces distances, démontrés dans la référence [9].

Proposition 21. (1) Si X,Y sont des variables aléatoires, alors
dVT(Xa Y) < dK(Xa Y)

(it) Si Z est une variable aléatoire admettant une densité par rapport a la mesure de Lebesgue
bornée par une constante C, alors pour toute variable aléatoire X

(7i1) Soient X,Y des variables aléatoires o valeurs dans Q.
(a) Si 2 est un espace discret alors

dyvr(X,Y) ZIP P(Y = x)|.
:EEQ

(b) Si 2 est un espace continue et si X et Y admettent des fonctions densités fx et fy
alors

dyr(X,Y) / Fx(@) — fy(@)[dz.

Remarque 7. Comme la fonction de répartition caractérise la loi, le point (i7) de la proposition 21
assure que si (X)), >1 est une suite de variables aléatoires convergeant vers une variable aléatoire
X pour la distance dy, alors la suite (X,,),>1 converge en loi vers X.
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4.2. Méthode de Stein pour la loi normale

La notation X ~ A(u,0?) indiquera que la variable aléatoire X suit une loi normale de
paramétre (u,0?). Dans toute la suite on considérera H comme étant I'ensemble des fonctions
1—lipschitziennes sur R. La distance dy est alors appelée la distance de Wasserstein et sera notée
dw .

Toute la méthode de Stein sur 'approximation des lois normales repose sur le lemme fonda-
mental suivant.

Lemme 22. Soient X une variable aléatoire réelle et Z ~ N(0,1). Sont équivalents :
(1) X ~N(0,1).
(ii) ¥ f € CL telle que E[|f'(Z)|] < +o0, E[f'(X) — X f(X)] = 0.

Démonstration. On note ® la fonction de répartition de la loi normale. ” = ” Condition
nécessaire.

On suppose que X ~ N(0,1). On se donne f une fonction de classe C* telle que E[| f/(Z)]] < +oc.
On a

B0 == [ e
m/m d”/ A

t2 +oo m2 ¢ w2
e 2 :/ zre” 2 dx :/ —ze 2 dx
t —0o0
il vient

E[f/(X)] = \/12?/0%0]‘"(75) (/t+ooxe—“'5dx> dt+/ F(t </ x—e—“fdx> dt.

En appliquant le théoréme de Fubini-Lebesgue (en utilisant 'hypothése E[|f/(X)]] < 4+00) on
obtient

E[f’(X)]:\/%/OJroomeJ;(/oxf’(t >d:c+/ —ze (/f dt>dx

2 fl)

+00
:\/12?/0 ze™ T (f(z) — f(0) dx—i—/ —ze” 2 (f(0) = f(z))dw

1 oo a2
- = it 2dw—f(0)/oo “de
— E[X(X)] - F(O)ELX],

puis en remarquant que

or E[X] =0, on conclut donc par linéarité de 1’espérance.

” <= 7 Condition suffisante. On suppose que E[f'(X) — X f(X)] = 0 pour toute fonction f
dérivable vérifiant E[|f'(Z)|] < +oc. On fixe € R. On pose

R — R
h:
t ]l{téx}

On considére ’équation différentielle suivante d’inconnue f, appelée équation de Stein :

f'(#) = tf(t) = h(t) — E[1(Z)].
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On va montrer que ['unique solution bornée de cette équation, notée f,, est donnée par
u2 +oo t2
fa :ub—>e2/ ez (@(x)—ﬂ{tgx}) dt.
u
L’équation de Stein admet comme solution ’ensemble des fonctions de la forme
w2 o0 42 »
u»—>62/ ez ((ID(x)—]l{tgx}) dt +Ce'z,
u

ou C' € R. On suppose que C' = 0, montrons que f, est bornée. On remarque que

folu) = V220 (u)(1 — ®(z)) siu < z,
= 2me?’ 20(z)(1 — ®(u)) siu> .

A laide d’une étude de fonctions on obtient pour tout u > 0

|~ ®(u) < mi {1 ! } 2
—®(u) < min -, — e 2,
2" \/2mu

on en déduit donc que ||fzllcoc < +/7/2. De plus il est clair que si C' # 0 alors f, n’est pas
bornée. f, est donc 'unique solution bornée de I’équation de Stein. Ainsi par hypothése

0=E[fz(X) = X fo(X)] = E[l{x < 53] — (),

donc pour tout x € R
P(X < z) = ®(x),

X et Z ont donc la méme fonction de répartition : X et Z suivent donc la méme loi (ie X ~

N(0,1)). O

Explicitons 'importance de ce lemme. On note A Iopérateur défini sur C! par
Af(z) = f'(z) —zf(z), Vo € R.
Soit h € H fixée. On note fp, 'unique solution bornée de I’équation différentielle
Af =h—E[h(Z)],
ou Z ~ N(0,1). Ainsi, si X est une variable aléatoire réelle, comme

dy(X, Z) = sup [E[1(X)] — E[h(Z)]],
heH
il vient
dy (X, Z) = sup |[E[Af4(X)]].
heH
L’idée générale est donc maintenant de majorer le terme de droite (qui est souvent plus facile a
majorer que le terme de gauche).
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4.3. Exemple d’application

Avant de donner un exemple d’application de la méthode de Stein pour les lois normales,
nous énongons un résultat général sur les solutions de 1’équation de Stein qui nous servira dans
la suite. Ce résultat est démontré dans [4].

Proposition 23. Soit h € H et Z ~ N(0,1) une variable aléatoire. Alors l'unique solution
bornée fy, de l’équation de Stein d’inconnue f

Af = h —E[p(Z)]
est donnée par
2 oo 2
fhixr—er / e~z (E[h(Z)] — h(t))dt,
avec

2
Ifullo < L Ilfille < 4/=, et [Ifillec < 2.
s

Nous allons maintenant redémontrer le théoréme central limite pour des variables non identique-
ment distribuées par la méthode de Stein. Nous rappelons son énoncé.

Théoréme. Soit (X,,)n>1 des variables aléatoires réelles centrées réduites, uniformément bornées
en valeur absolue par une constante C. Pourn > 1 on note S, = ﬁ > p_q Xi. On suppose que
les variables Xy pour k > 1 sont indépendantes. Alors

S, =5 N(0, 1).

Démonstration par la méthode de Stein. Soient h € H une fonction test et Z ~ AN(0,1). On note
f Tunique solution de I’équation de Stein. Soit n € N*. Pour i € [1,n], on note

, 1< 1
Sti= — X = —(5, — X;).
k#i
Par le lemme des coalitions, les variables aléatoires S’ et X; sont indépendantes, donc
E[S! X;] = E[SL]E[X;] = 0.

De 14 on obtient

(e (0) - ka<5£§:‘>)]

X (£(Sn) = F(SE) = (Sn = SE)F'(Sa)) | +E

1 & .
7 2 Xl (5:) (5= 57)
On a donc

k=1
1 n
+|E | £(Sn) <1— X (S — S, ) ‘
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Par I'inégalité triangulaire le premier terme peut étre majoré par

Jlﬁ Z ‘Xk ( F(Sn) = f(Si) = (Su—SN) f '<5n>>‘
k=1

puis par une inégalité de Taylor on majore finalement par

1/ loo < 1/« C?
T ZEXk S TRE

en remarquant que S, — S¥ = Xj./y/n. Par 'inégalité triangulaire le dernier terme peut étre

n
> (-2
k=1
puis par I'inégalité de Cauchy-Schwarz on majore par
|1/ lloo -
— | Vi X2 |.
- ar Z; 2

Finalement, en utilisant 'indépendance et le fait que Var (X?) < E[X}] < C4, on obtient

majoré par la quantité

/
[T

n

1/ C? | I1F Mo C*

BIAF(SW]| < H P+ 2

Or h € H, donc par la proposition 23,

Ci \/2/mC?
[ELAS(S)]] < N AR

de plus le majorant est indépendant de A donc

K
Z g T

oul K est une constante réelle.

Ainsi
dW(Sn, Z) n—)—+>oo O,
ce qui prouve que Sy, N N(0,1) (par la remarque 7). O

Remarque 8. Au vu de la démonstration, on peut juste supposer que les moments d’ordre 4
soient finis.

4.4. Démonstration du théoréme d’Erdos-Kac

Dans cette partie la lettre g sera elle aussi réservée aux nombres premiers, et on fixe un entier
> 2. Pour p un nombre premier on pose

ey = Op _VEn[ép]

avec

Vp = Z En[(5p - En[‘sp])ﬂ-

DX Sn
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Comme dans la méthode des moments, nous allons tronquer la variable aléatoire Zp ep. On
introduis pour cela la suite de terme général

Sy = n1/3(10g(10g(n)))27

et on pose

Wy, 1= E ep.

PE Sn

Nous allons montrer que
lim |P, (0, < z)—®(z)] =0,

n—-+o0o
ce qui démontrera le théoréme d’Erdos-Kac. En effet, on vérifie facilement grace au théoréme 9
que
vn ~ log(log(n)),
il suffit donc de faire une preuve analogue de ’étape 1 de la méthode des moments. Par la
méthode de Stein, on peut montrer que

2

P@n < )= @) <2 |E|| D e2—El

P< Sn
™
+ §E Z’E[ep‘{eq}q#p,qésn”
P Sn
8 3
-+ ;E Z ]ep\ .
p<5n

Ce résultat est expliqué et démontré dans [11], pp 105-110. Il nous reste donc & majorer les trois
termes de droite.

1¢* terme

Il nous faut majorer la quantité

On a
2

1
Z 6?; _En[efz] = Z (0p — En[0p]) + o Z (En[5p]2 — En[0p]dp),
P Sn DX Sn npgsn

donc par le théoréme 9 et en utilisant le fait que v, ~ log(log(n)) il est clair qu’il suffit de majorer

2
En Z Jp — En[0p]
P Sn
En développant le carré on obtient
2
En || D2 0 —Ealdp] | | =va+2 > Eal(d, — Eal6,])(65, — Enfd,))],

P< Sn pP<q¢<Sn
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on peut de plus montrer que la somme de droite est un o(12) (en effet les variables (d,), sont
"presque indépendantes", cf partie 2.4). Ainsi

2

2 |E, p;nei—En[efz] :O<\/%):O<lqg(logl(n))1/2>'

2¢me tarme

On cherche a4 majorer la quantité

™
\EE,L S EnlepHeqktnacnl|

P< Sn

qui est égale &

\/; Z En[6p]{dq }q¢pq<sn]|

p<Sp

On admet que

\/EIER > [Ealepl{eq}orpassll| =0 (log(1>

= log(n))*/2

Détaillons tout de méme le calcul de la variable aléatoire Ey, [0, {04 }g£p.q < sn)> que 'on note Dy,
Soient p un nombre premier < s, et m € N*. Alors

Dy p(m) = En[p|{dq = 5q(m)}q7ﬁp7q<sn]
1
~ Card {k < n:Vq < sp,q#p,dq(k) =0dq(m)} Z dp(F)

k<n
V q < 8n,q#p,0q(k)=04(m)
_ Card{k < n:plk,Vq < sn,q# p,0q(k) = dq(m)}

Card{k < n:Yq < sp,q # p,04(k) = 04(m)}
 Card{k < %:Vq < sn,q 7 p,0g(k) = 5(
~ Card{k < n:VYq < sn,q # p,0q(k) = dg(m

On fixe un entier naturel a et on pose pour m € N*

m

)}
)}

fm(n) :=Card{k < n:Vq < Sq,9 # p,04(k) = 04(m)}.

Déterminons une expression de f,,(n) en fonction de m et de n. On a

fm(n) =Card{k < n:Vq < sq,q # p, sidq(m) =0, alors (¢,k) =1)}
= Z nm’k ((k Tn,m) =1)

k<n

avec dp m et 7y, des produits de nombres premiers < s,, en effet d,, ,, = Hqg Sa gD q‘sq(m) et
Tnm = Hqgsmq;ép %™ On a donc

SO S
k<n
d",m|k> (kﬂ‘n,m)zl
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ce qui nous donne par le lemme 11

F(n) = d:‘m W +O(r(n/dpm)) = nl_m} + O(r(n/dnm)).

On a donc (avec a =n) :

) T OG0 pdn) P+ O(r(1 /)

D P( ) - ( ) = qé(sn,q;é)p — _ qgfn#{#; .
" fm(n __PUnm) p _PUnm) 1
" a<sn.q#p 4 * O(T(n/dn’m)) q<sn,q#p 4 + O(T( /dn,m))

3°™M€ terme

Il nous reste donc a majorer la quantité

\/EE Z lepl? |-

P Sn

On remarque que
E,[55] + Eqn[0p)°

En[’ep‘g] < 3/2
Un/

On sait que E,[6,] = % + O (%), donc par le théoréme 9

11— log(log(n))
2 Eallel] =0 <<1og<log<n>>3/2> |

P Sn

\/EIE S leplt| =0 (1g<1gl<n>>/) ’

P Sn

Ainsi

ce qui achéve la preuve du théoréme d’Erdds-Kac par la méthode de Stein.



Le Théoréme d’Erdos-Kac

Références

| A. Barbour et L.Chen An introduction to Stein’s method.

| J-C. Breton Fondements des PROBABILITES, Université de Rennes 1.

| H. Brézis Analyse fonctionnelle, théorie et applications.

L. H. Y. Chen, L. Goldstein et Q-M. Shao Normal approzimation by Stein’s method.

| D. Choimet Combien les nombres entiers ont-ils de facteurs premiers ?.

—_

[1

|2

[3

[4

[5

[6] A. J.Harper Two new proofs of the Erdis-Kac Theorem, with bound on the rate of
convergence, by Stein’s method for distributional approximations.

7] H. Jeffreys et B. S. Jeffreys Methods of Mathematical Physics, chapitre 1, p.26-36.

8] E. Konzu Lois gaussiennes inverses (généralisées), lois de Kummer et méthode de Stein.

9] N. Ross Fundamentals of stein’s method.

10] W. Rudin Analyse réelle et complexe, chapitre 6.

11] C. Stein Approzimate Computation of Ezpectations.

[
[
[
[
[
[

12| G. Tenenbaum Introduction to Analytic and Probalistic Number Theory, chapitre 1.1,
p.9-19.

33



